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Barem de corectare și evaluare- matematică (45p) 
 

SUBIECTUL I  (25 p) 
 

Fie funcția 𝑓:𝑄 − {−1, 0, 1} → 𝑄 − {−1, 0, 1}, 𝑓(𝑥) = 𝑥 − 𝑥−1. 

Pentru orice număr 𝑥 ∈ 𝑄 − {−1, 0,1}, scris sub formă de fracție ireductibilă 𝑥 =
𝑝

𝑞
, notăm 

ℎ(𝑥) = |𝑝| + |𝑞|. 

        a) Să se demonstreze că ℎ(𝑓(𝑥)) ≥ ℎ(𝑥) + 2, pentru orice 𝑥 ∈ 𝑄 − {−1, 0,1}. 

        b) Să se justifice dacă există 𝑡 ∈ 𝑄 − {−1, 0,1} cu proprietatea că, pentru orice număr 

natural nenul 𝑛, există 𝑎𝑛 ∈ 𝑄 − {−1, 0,1}, astfel încât 𝑡 = (𝑓𝑜𝑓𝑜…𝑜𝑓)⏟        
𝑑𝑒 𝑛 𝑜𝑟𝑖

(𝑎𝑛). 

 

a) Se demostrează că dacă 𝑥 =
𝑝

𝑞
 este fracție ireductibilă, atunci 𝑓(𝑥) =

𝑝2−𝑞2

𝑝𝑞
 este fracție 

ireductibilă………………………………………………………...………………………….4p 

𝑝, 𝑞 ∈ 𝑍∗, |𝑝| ≠ |𝑞| ⇒ |𝑝2 − 𝑞2| ≥ 3………………………………………………….….....3p 

ℎ(𝑓(𝑥)) = |𝑝2 − 𝑞2| + |𝑝𝑞| ≥ 3 + |𝑝𝑞| ≥ |𝑝| + |𝑞| + 2 ⇒ ℎ(𝑓(𝑥)) ≥ ℎ(𝑥) + 2…….….3p 

b) Notăm 𝑓𝑜𝑓𝑜…𝑜𝑓⏟      
𝑑𝑒 𝑛 𝑜𝑟𝑖

= 𝑓𝑛 , ∀𝑛 ∈ 𝑁
∗; Se demonstrează prin inducție matematică inegalitatea  

ℎ(𝑓𝑛(𝑥)) ≥ ℎ(𝑥) + 2𝑛 ∙ 𝑥, ∀𝑛 ∈ 𝑁
∗ și ∀𝑥 ∈ 𝑄 − {−1, 0,1}...................................................8p 

Presupunem că există 𝑡 ∈ 𝑄 − {−1, 0,1} cu proprietatea că, pentru orice număr natural nenul 

𝑛, există 𝑎𝑛 ∈ 𝑄 − {−1, 0,1} a.î. 𝑡 = 𝑓𝑛(𝑎𝑛) ⇒ ℎ(𝑡) = ℎ(𝑓𝑛(𝑎𝑛)) ≥ ℎ(𝑎𝑛) + 2𝑛 > 2𝑛. De 

aici,  

𝑛 <
1

2
∙ ℎ(𝑡), ∀𝑛 ∈ 𝑁∗, ceea ce este absurd; de exemplu, [

1

2
∙ ℎ(𝑡)] + 1 >

1

2
∙ ℎ(𝑡). ...............7p 

SUBIECTUL II  (20 p) 
 

             Pe laturile AB, BC, CA ale triunghiului ABC se consideră punctele M, N, respectiv P, 

astfel încât AM =  BN = CP. Dacă I este centrul cercului înscris în triunghiul ABC și 

 𝐴𝐵 ∙ 𝐼𝑀⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶 ∙ 𝐼𝑁⃗⃗⃗⃗ + 𝐶𝐴 ∙ 𝐼𝑃⃗⃗⃗⃗ = 0⃗ , să se demonstreze că ABC este triunghi echilateral. 

 

Fie AB = c, BC = a, CA = b și AM = BN = CP = x 

Din 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =
𝑥

𝑐
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ rezultă 𝑐𝐼𝑀⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (𝑐 − 𝑥)𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ + 𝑥𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ …………………………...………………5p 

Analog, obținem 𝑎𝐼𝑁⃗⃗⃗⃗ = (𝑎 − 𝑥)𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ + 𝑥𝐼𝐶⃗⃗⃗⃗  și 𝑏𝐼𝑃⃗⃗⃗⃗ = (𝑏 − 𝑥)𝐼𝐶⃗⃗⃗⃗ + 𝑥𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ . Adunând cele trei 

egalități obținem 𝑐𝐼𝑀⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑎𝐼𝑁⃗⃗⃗⃗ + 𝑏𝐼𝑃⃗⃗⃗⃗  = 𝑐𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ + 𝑎𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ + 𝑏𝐼𝐶⃗⃗⃗⃗ ⇒ 𝑐𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ + 𝑎𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ + 𝑏𝐼𝐶⃗⃗⃗⃗ = 0⃗ …….…4p 

I fiind central cercului înscris în triunghi, avem 𝑎𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ + 𝑏𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ + 𝑐𝐼𝐶⃗⃗⃗⃗ = 0⃗ …………….…..….5p 

Din 𝑐 ∙ (𝑐𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ + 𝑎𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ + 𝑏𝐼𝐶⃗⃗⃗⃗ ) − 𝑏 ∙ (𝑎𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ + 𝑏𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ + 𝑐𝐼𝐶⃗⃗⃗⃗ ) = 0⃗  rezultă (𝑐2 − 𝑎𝑏)𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ +

(𝑎𝑐 − 𝑏2)𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ = 0⃗  și cum 𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗  și 𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗  sunt vectori necoliniari, deducem că 𝑐2 = 𝑎𝑏 și 𝑏2 = 𝑎𝑐. 

De aici rezultă că 𝑎 = 𝑏 = 𝑐. Triunghiul ABC este echilateral.  ……………………..……..6p 


